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RESUMEN

Este estudio pionero aprovecha el análisis funcional de datos dentro de la metrología ambiental para examinar las intrincadas relaciones entre variables ambientales críticas como las concentraciones de partículas PM2,5 en el Área Metropolitana de Lima-Callao. Abordar el vínculo entre la calidad del aire y estas partículas desde un punto de vista funcional ha aportado valiosos conocimientos que superan los análisis convencionales. Al examinar las variaciones temporales y las tendencias, esta investigación ha discernido no sólo la magnitud de la contaminación sino también sus patrones estacionales y diarios. El modelo de datos funcionales destaca por su capacidad para utilizar plenamente los datos históricos, integrando la información a lo largo del tiempo para ofrecer una perspectiva más completa. Este enfoque avanzado también ha allanado el camino para incorporar múltiples conjuntos de datos ambientales, como la temperatura, la humedad y otros contaminantes, para ofrecer una visión más amplia y polifacética de la calidad del aire. El objetivo de esta investigación es desarrollar un modelo predictivo avanzado que estime los niveles de PM2,5 a partir de las concentraciones de PM10, utilizando registros diarios de la calidad del aire a partir de 2023. A través de un marco integrado, el estudio pretende captar las complejas interacciones y dinámicas temporales de estos componentes atmosféricos, poniendo de relieve el importante impacto de las PM2,5 en la salud pública y la calidad del medio ambiente.


Palabras clave: Análisis Funcional de Datos, PM2.5, PM10, Calidad del Aire, Modelo Concurrente.

ABSTRACT

This pioneering study leverages functional data analysis within environmental metrology to examine the intricate relationships between critical environmental variables such as PM2.5 particle concentrations in the Metropolitan Area of Lima-Callao. Addressing the link between air quality and these particles from a functional standpoint has yielded valuable insights that surpass conventional analysis. By examining temporal variations and trends, this research has discerned not only the magnitude of pollution but also its seasonal and daily patterns. The functional data model stands out for its ability to fully utilize historical data, integrating information over time to provide a more comprehensive perspective. This advanced approach has also paved the way for incorporating multiple environmental datasets, such as temperature, humidity, and other pollutants, to offer a broader, more multifaceted view of air quality. The goal of this research is to develop an advanced predictive model that estimates PM2.5 levels based on the concentrations of PM10, utilizing daily air quality records from 2023. Through an integrated framework, the study aims to capture the complex interactions and temporal dynamics of these atmospheric components, highlighting the significant impact of PM2.5 on public health and environmental quality.

Keyboards: Functional Data Analysis, PM2.5, PM10, Air Quality, Concurrent model.



I. INTRODUCCIÓN
Numerosos estudios, como los realizados por Londoño y Cañón en 2018, han revelado de manera concluyente que los contaminantes atmosféricos, y en particular las partículas finas de menos de 2.5 micras (PM2.5), tienen un impacto significativo en la salud de los habitantes de las áreas metropolitanas. Estas partículas, debido a su pequeño tamaño, pueden penetrar profundamente en el sistema respiratorio, causando desde problemas pulmonares hasta enfermedades cardiovasculares. Estos efectos se observan tanto en términos de un aumento en la mortalidad como en la prevalencia de diversas enfermedades crónicas. El impacto de la contaminación atmosférica en la salud humana ha sido objeto de una investigación intensiva debido a su vínculo con el incremento de la mortalidad y la prevalencia de enfermedades respiratorias y cardiovasculares. Dichos efectos son observables tanto a corto como a largo plazo, con diversas implicaciones y consecuencias en todas las etapas de la vida, desde la concepción hasta la vejez. (Baena. Jiménez, Zapata & Ramírez, 2019)
A medida que las economías urbanas se expanden, con un aumento en la industrialización y la urbanización, la calidad del aire se convierte en una preocupación creciente. Esta preocupación no es infundada, ya que el deterioro ambiental, un subproducto frecuente del desarrollo económico acelerado, puede, si no se aborda de manera efectiva y oportuna, limitar el futuro crecimiento económico. Este fenómeno crea un círculo vicioso donde la contaminación atmosférica deteriora la salud pública, lo que a su vez reduce la productividad laboral y aumenta los costos sanitarios, restringiendo así el potencial económico de la región. (Azqueta y Delacámara, 2004)
Además, la Secretaría de Medio Ambiente y Recursos Naturales, en su informe de 2011, ha identificado una correlación entre la presencia de contaminantes atmosféricos y eventos climáticos extremos, como sequías prolongadas, lluvias intensas y nevadas severas. Estos eventos no solo perturban los ecosistemas naturales y la agricultura, sino que también tienen repercusiones directas en la vida cotidiana y la infraestructura urbana. 
En el caso específico del Área Metropolitana de Lima-Callao, el aumento demográfico ha exacerbado la problemática de la contaminación del aire. La densidad poblacional, combinada con un alto número de vehículos y una industrialización creciente, ha llevado a que esta zona sea una de las más contaminadas en términos de partículas suspendidas en el aire en toda América Latina
En el campo de la metrología ambiental, el uso del análisis de datos funcionales aún no es muy extendido, a pesar de su potencial significativo. Este estudio pionero adopta el modelo de regresión funcional para investigar las complejas interrelaciones entre variables medioambientales críticas, como las concentraciones de partículas PM2.5. Al abordar la conexión entre la calidad del aire y estas partículas desde una perspectiva funcional, logramos obtener insights valiosos que van más allá de los análisis convencionales. (Zhu, Zhao, Li, Tan  y Dai, 2023).
Este enfoque funcional permite una comprensión más profunda de cómo las variaciones temporales y las tendencias en las concentraciones de PM2.5 afectan la calidad del aire. Por ejemplo, a través del análisis de series temporales y patrones funcionales, es posible discernir no solo la magnitud de la contaminación, sino también sus patrones estacionales y diarios. Esta comprensión detallada es crucial para la formulación de estrategias efectivas de prevención y tratamiento de la contaminación atmosférica. (Sanjana, DeSouza, Machida, Mora, Duarte y Ratti, 2023).
Además, el modelo de datos funcionales se distingue por su capacidad para aprovechar al máximo la información histórica, integrando datos a lo largo del tiempo para proporcionar una perspectiva más completa. A diferencia de los métodos tradicionales que pueden depender en gran medida de juicios subjetivos o de análisis estáticos puntuales, el modelo funcional captura la dinámica y la evolución de los factores ambientales, permitiendo así predicciones y análisis más precisos y confiables.
Este enfoque avanzado también abre la puerta a la integración de múltiples conjuntos de datos ambientales, como la temperatura, la humedad y otros contaminantes, para obtener un panorama más completo y multidimensional de la calidad del aire. Al correlacionar estas variables ambientales con los niveles de PM2.5, el modelo puede revelar patrones ocultos y relaciones complejas que de otro modo serían difíciles de detectar. (Xiao y Hu, 2018).
En el marco de este estudio, nuestro objetivo es desarrollar un modelo predictivo avanzado que estime los niveles de PM2.5 basándose en las concentraciones de PM10, O3, NO2 y SO2. Para lograr esto, implementamos un enfoque de regresión funcional múltiple que aprovecha los registros diarios de la calidad del aire recopilados en el período comprendido entre 2021 y 2023. La relevancia de modelar PM2.5 radica en su impacto significativo en la salud pública y la calidad ambiental, ya que partículas de este tamaño pueden penetrar profundamente en el sistema respiratorio y causar efectos adversos. Mediante el análisis de estos contaminantes en un marco integrado, buscamos capturar las interacciones complejas y la dinámica temporal de estos componentes atmosféricos.

II. Datos de estudio y metodología
2.1.  Descripción del conjunto de datos
Se emplearon los datos provenientes de la Plataforma de datos históricos acerca de la calidad del aire. El grupo de trabajo encargado del desarrollo del Índice Mundial de la Calidad del Aire (WAQI) y del Sistema de Gestión de Información de la Calidad del Aire en Perú (SENAMHI) suministra información clara sobre la calidad del aire en los distritos de Lima (San Juan de Lurigancho, Puente Piedra, Carabayllo, Santa Anita, San Martin de Porras, Campo de Marte, San Borja, Ate, Villa María El Triunfo y Huachipa). Esta información abarca datos diarios de PM2.5, PM10.
En la fase inicial de nuestra investigación, se realizó un minucioso examen de 348 variables con el fin de determinar su idoneidad para el análisis propuesto. Este procedimiento incluyó un diagnóstico detallado para identificar las variables que cumplían con los criterios de selección establecidos. Una parte crucial de este proceso fue la evaluación exhaustiva de la integridad de los datos, llevada a cabo durante la etapa de depuración. En consecuencia, se decidió centrar el estudio en un conjunto de 6 compuestos por 5 variables explicativas denominadas 'X' y una variable dependiente etiquetada como 'Y', utilizada para representar la variable de interés, que en este caso es la 'CALIDAD DEL AIRE'. 
La población son todas las concentraciones de PM2.5 obtenidas de las estaciones fijas de monitoreo, así como el índice normalizado los valores obtenidos del PM10. La Concentración de PM2.5 (media en 24 h) obtenida de las estaciones fijas de monitoreo del SENAMHI durante el año 2023. Los datos provienen de siete estaciones fijas que se muestran en la tabla 1.

Tabla 1. Ubicación geográfica de estaciones fijas de monitoreo de calidad del aire en Lima Metropolitana
	Código
	Distrito
	Latitud
	Longitud

	E1
	San Juan de Lurigancho
	12o 01! ¨S¨
	76o 59! ¨W¨

	E2
	Puente Piedra
	11o 55! ¨S¨
	77o 05! ¨W¨

	E3
	Carabayllo
	11o 54! ¨S¨
	77o 02! ¨W¨

	E4
	Santa Anita
	12o 02! ¨S¨
	76o 58! ¨W¨

	E5
	San Martin de Porras
	11o 58! ¨S¨
	77o 04! ¨W¨

	E6
	Campo de Marte
	12o 04! ¨S¨
	77o 02! ¨W¨

	E7
	San Borja
	12o 06! ¨S¨
	77o 00! ¨W¨

	E8
	Ate
	12o 01! ¨S¨
	76o 55! ¨W¨

	E9
	Villa María El Triunfo
	12o 13! ¨S¨
	76o 56! ¨W¨

	E10
	Huachipa
	12o 01! ¨S¨
	76o 56! ¨W¨


  
    

Figura 1. Estaciones de medición del Índice de calidad del aire (ICA) en tiempo real.
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2.2.  Análisis de Datos Funcional (ADF)
A continuación, se presentan los conceptos preliminares del ADF. Ésta es una rama de la estadística, que estudia y analiza la información contenida en curvas, superficies, o cualquier elemento que varía sobre un continuo, generalmente el tiempo (Ramsay & Silverman, 2005). Las particularidades de estos objetos, las funciones, hacen que surja todo un aparato de definiciones, teoremas y herramientas para poder estudiarlas correctamente (Manteiga & Vieu, 2007). Por ello, el primer paso será definir y comentar los conceptos básicos, las características y peculiaridades de este tipo de datos.
La explosión tecnológica ha hecho del ADF una disciplina emergente dentro de la estadística con multitud de publicaciones y estudios. Prueba de este interés es la creciente presencia en revistas especializadas y la creación de un grupo de trabajo específico dentro del ERCIM (European Research Consortium for Informatics and Mathematics).  Entre la literatura disponible sobresalen como referencias básicas los libros de (Ramsay & Silverman, 2005) y (Ferraty & Vieu, 2006). En el primer caso, tratan muchos de los problemas básicos de la estadística funcional, en el segundo caso abordan la metodología desde el punto de vista no paramétrico. Ramsay y Silverman también tienen un segundo libro de carácter más aplicado en el que se estudian soluciones a problemas sobre conjuntos de datos concretos (Ramsay & Silverman, 2002).
En la práctica, los datos funcionales son obtenidos de forma discreta, siendo necesario convertirlos a funciones sobre las cuales se pueda trabajar, para esto pueden emplearse diferentes tipos de ajustes. Teniendo en cuenta lo anterior, la representación de estos datos como datos funcionales a partir de una base ortonormal brinda una ventaja tanto teórica como práctica, esta base se utiliza para transformar datos discretos en datos funcionales.

2.3. Construcción de datos funcionales
En Análisis de Datos Funcionales (ADF) los datos en lugar de ser un conjunto de vectores, como en análisis multivariado clásico, son un conjunto de curvas.  En la mayoría de las aplicaciones, las curvas observadas proceden de la observación de un proceso estocástico en tiempo continuo (Aguilera, 2009).
El dato funcional se define a partir de una base de funciones  tal que cualquier función puede representarse mediante una combinación lineal de ella, es decir . La expresión de forma matricial queda expresada como,
          C                                                                              (2.1)
donde los  son los coeficientes en la nueva base,  es una matriz que contiene los valores de  (t) y K será el número de  bases.  En este contexto es importante en la selección del valor de K, dado que la expresión de la función seguirá siendo infinita o demasiado grande, por lo que habrá que delimitar la serie de datos.  De aquí la importancia de la elección del número de bases K, este se comporta como otro parámetro del modelo midiendo el grado de suavización de la función (Ramsay & Silverman, 2005).
De la expresión 2.1 se denota que el problema consiste en estimar el vector de coeficientes C, este vector pondera cada función de la base sobre la función de interés x(t), (Ramsay & Silverman, 2005) estimaron el vector C a partir de mínimos cuadrados ordinarios. A continuación, se presenta el proceso de estimación propuesto:
Sea  el valor observado de la variable Y en el tiempo  tal que puede ser expresados como:
                                                                    (2.2)
Donde  es el valor de  la  función  ajustada  con  (2.1)  en  el  tiempo   y  es  el  error  de  estimación en el momento. Suponiendo que los errores se distribuyen normal, tienen media cero, varianza constante e independientes. La expresión por mínimos cuadrados ordinarios a minimizar es [Ramsay & Silverman, 2005]:
                                (2.3)
Sea Y un vector conformado por todos los valores ajustados  ,  una matriz de dimensión n x K compuesta por los valores de las K funciones base   y el vector de residuales de tamaño n x 1, por lo tanto, expresión (2.2) es expresada de forma matricial como (Ramsay & Silverman, 2005):
                                                                                                   (2.4)

de esta manera, la expresión (2.3) se puede expresar como:

                                                                     (2.5)


resolviendo el sistema para estimar C, se obtiene el estimador  que minimiza la suma de cuadrados de (2.5), y está dado por
                                                                                          (2.6)

Finalmente, los valores ajustados son expresados como:
                                                                                          (2.7)

III. Resultados
3.1. Análisis exploratorio de datos
Para el estudio de la calidad del aire en el año 2023, se llevó a cabo un análisis exhaustivo utilizando registros diarios de contaminantes atmosféricos. Durante la fase preliminar del análisis, se identificaron y abordaron los datos faltantes, a través de un proceso de imputación múltiple, lo que permitió la reconstrucción de un conjunto de datos íntegro y fiable para su posterior evaluación. A continuación, se presenta el análisis descriptivos de los contaminantes atmosféricos por sitio.

Tabla 1. Resúmenes descriptivos de los contaminantes analizados, en el año 2023.
	Contaminante/Sitio
	Promedio
	Mediana
	Mínimo
	Máximo
	Desv. Estándar
	Coef. de variación (%)

	PM2.5
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Campo_de_Marte
	61.3
	61.0
	1.0
	118.0
	17.7
	29.0

	Carabayllo
	84.4
	83.0
	47.0
	130.0
	14.6
	17.0

	Puente_Piedra
	61.6
	60.0
	1.0
	118.0
	18.6
	30.0

	San_Borja
	64.5
	62.0
	13.0
	110.0
	11.8
	18.0

	San_Juan_Lurigancho
	79.4
	79.0
	6.0
	126.0
	19.0
	24.0

	San_Martin_de_Porras
	64.1
	62.0
	1.0
	130.0
	19.5
	30.0

	Santa_Anita
	71.4
	70.0
	1.0
	119.0
	15.9
	22.0

	Villa_Maria_Triunfo
	71.8
	70.0
	33.0
	122.0
	16.6
	23.0

	
	
	
	
	
	
	

	PM10
	
	
	
	
	
	

	Campo_de_Marte
	28.6
	27.0
	1.0
	84.0
	13.4
	47.0

	Carabayllo
	39.3
	37.0
	15.0
	87.0
	14.1
	36.0

	Puente_Piedra
	28.9
	28.0
	1.0
	84.0
	13.8
	48.0

	San_Borja
	44.3
	45.0
	1.0
	84.0
	11.2
	25.0

	San_Juan_Lurigancho
	39.5
	41.0
	1.0
	85.0
	14.4
	36.0

	San_Martin_de_Porras
	27.7
	26.0
	1.0
	68.0
	11.8
	43.0

	Santa_Anita
	31.5
	31.0
	9.0
	62.0
	8.1
	26.0

	Villa_Maria_Triunfo
	35.1
	33.0
	10.0
	89.0
	13.6
	39.0

	
	
	
	
	
	
	



La Tabla 1 muestra el resumen de las estadísticas descriptivas de la calidad del aire para varias zonas de Perú en el año 2023, específicamente los niveles de PM2.5, PM10, O3, NO2 y SO2. Los datos reflejan la variabilidad y concentración de estos contaminantes atmosféricos, los cuales tienen implicaciones directas en la salud pública y el medio ambiente.
Para PM2.5, conocido por su capacidad de penetrar profundamente en los pulmones y pasar al torrente sanguíneo, los valores promedio varían entre 61.3 µg/m³ en Campo de Marte y 79.4 µg/m³ en San Juan, Lurigancho, indicando que esta última zona podría estar experimentando niveles más preocupantes de partículas finas. La mediana, cercana al promedio en todos los sitios, sugiere una distribución relativamente simétrica de los datos. Sin embargo, el amplio rango (mínimo y máximo) y el coeficiente de variación destacan la presencia de días con alta contaminación, especialmente en Villa María, Triunfo, donde el coeficiente de variación alcanza el 33%.
Para PM10, las concentraciones promedio oscilan entre 28.6 y 44.3 µg/m³, siendo San Juan, Lurigancho la zona con la concentración promedio más alta. El rango de estas partículas es menos variable que el de PM2.5, aunque el sitio de Villa María, Triunfo muestra nuevamente una considerable fluctuación con un coeficiente de variación del 39%.

3.2.  Construcción de datos funcional
Para la construcción de los datos funcional se utilizaron los datos del día 1 hasta el día 28 para que todos los meses tuvieran la misma cantidad de datos diarios. Se utilizaron bases B-Spline y validación cruzada generalizada para seleccionar el número óptimo de bases. 

Figura 2. Datos funcionales de contaminantes atmosféricos.
	a. PM2.5
[image: ]
	b. PM10
[image: ]



La Figura 2 muestra los datos funcionales para los contaminantes PM2.5 y PM10, reflejados a través de curvas que representan las concentraciones diarias a lo largo del año 2023. Cada curva individual puede corresponder a un mes.
En el gráfico de PM2.5 (Subfigura a), las curvas muestran una considerable fluctuación, con algunos días presentando picos significativamente altos que podrían estar vinculados a eventos específicos que influyen en la calidad del aire, como condiciones climáticas adversas, incendios o incrementos en las emisiones locales. La variabilidad diaria es notable y sugiere una influencia de factores dinámicos sobre las concentraciones de PM2.5.
Por su parte, el gráfico de PM10 (Subfigura b) también exhibe variabilidad, pero parece tener menos fluctuaciones extremas en comparación con PM2.5. A pesar de esto, hay días en los que las concentraciones alcanzan valores máximos similares a los de PM2.5, lo que indica episodios de alta contaminación que afectan tanto a partículas finas como más gruesas.
Ambos gráficos ilustran que los niveles de contaminantes no son constantes y refuerzan la importancia de considerar la variabilidad temporal al evaluar la exposición a la contaminación atmosférica. La interpretación de estos datos funcionales es crucial para entender el comportamiento de los contaminantes en el aire y puede informar las estrategias de mitigación y políticas de salud pública para abordar la calidad del aire en entornos urbanos y reducir los efectos adversos de la contaminación en la población.
Principio del formulario

3.3. Modelo de regresión funcionalFinal del formulario
Para evaluar el aporte del PM10 en el ajuste del PM2.5. Se ajustó un modelo de regresión funcional concurrente. A continuación, se expresa el modelo previamente descrito:



donde,  es la variable respuesta funcional que corresponde a los datos
funcionales de PM2.5,  es la variable explicativa funcional que corresponde a los datos funcionales PM10   es la componente aleatoria del modelo correspondiente al error funcional, i = 1, 2, . . . , 12 correspondiente a 12 meses y  representa el tiempo en días  que está en un rango 28 días.

	a. Intercepto funcional.
[image: ]
	b. Pendiente funcional.
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El análisis presentado en la Figura 2 se centra en un modelo de regresión funcional concurrente que tiene como objetivo comprender la relación entre las concentraciones diarias de PM2.5 y PM10 durante un período de tiempo específico. El componente del intercepto funcional ilustra la línea de base de PM2.5 en ausencia de PM10, revelando fluctuaciones significativas en las concentraciones de PM2.5 que no son explicadas por PM10. Estos cambios en el intercepto podrían atribuirse a influencias externas o variaciones en fuentes de contaminación distintas de las partículas PM10.
La presencia de picos y valles prominentes en el intercepto sugiere días específicos con niveles inusualmente altos o bajos de PM2.5, lo que resalta la influencia de factores como las actividades industriales, condiciones meteorológicas o episodios de incendios forestales que pueden contribuir a las concentraciones de PM2.5 independientemente de las de PM10.
Por otro lado, la pendiente funcional ofrece una visión dinámica de cómo las concentraciones de PM10 están asociadas con las de PM2.5 a lo largo del tiempo. La variabilidad de la pendiente a lo largo del mes refleja la naturaleza compleja de esta relación, mostrando días en los que la correlación entre PM10 y PM2.5 es más fuerte, ya sea positiva o negativamente. Esto implica que la influencia de PM10 en PM2.5 no es constante, sino que puede ser modulada por factores como la dispersión atmosférica, las reacciones químicas en la atmósfera o la contribución de diferentes tipos de fuentes de contaminación.
La interpretación detallada de la pendiente funcional es esencial para modelar con precisión la calidad del aire, ya que permite a los investigadores y responsables de políticas públicas identificar patrones y establecer estrategias más efectivas para la gestión de la contaminación atmosférica y la protección de la salud pública.



IV. Conclusiones

La incorporación del modelo de regresión funcional concurrente en este estudio ha sido instrumental para dilucidar la relación compleja y evolutiva entre los contaminantes PM2.5 y PM10. Este modelo ha destacado la existencia de fluctuaciones en las concentraciones de PM2.5 que no son directamente atribuibles a variaciones en PM10, lo cual sugiere que existen factores independientes y potencialmente ocultos que afectan los niveles de PM2.5. De manera crucial, el intercepto funcional ha revelado una serie de fluctuaciones que parecen ser autónomas de las variaciones de PM10, lo que podría indicar la presencia de fuentes de emisión adicionales o cambios en las condiciones ambientales que afectan específicamente a las partículas más finas.
Por otro lado, la pendiente funcional ha proporcionado una descripción detallada de cómo las concentraciones de PM10 ejercen una influencia sobre los niveles de PM2.5, con una relación que varía a lo largo del tiempo y que es sensible a una gama de factores ambientales dinámicos, incluyendo la dispersión atmosférica y las complejas reacciones químicas que pueden ocurrir en la atmósfera urbana.Principio del formulario

Final del formularioEste análisis avanzado, al desglosar las interacciones entre estos dos contaminantes clave, no solo aporta una comprensión más profunda de la dinámica de la contaminación del aire, sino que también se convierte en un recurso valioso para los responsables de la toma de decisiones y los profesionales de la salud pública. Con estos resultados, se pueden identificar patrones críticos que informan las estrategias de intervención y mitigación, apoyando esfuerzos para mejorar la calidad del aire y proteger la salud pública.
La investigación ha evidenciado que los modelos funcionales son esenciales en la cartografía y análisis de la contaminación atmosférica, permitiendo predecir y responder a los desafíos ambientales con mayor eficacia. Al establecer una base sólida para la comprensión de las complejidades del aire urbano, este estudio abre un camino hacia futuras investigaciones que podrían explorar aún más los factores que influyen en la calidad del aire y cómo estos se interrelacionan dentro del entorno urbano, lo que es de suma importancia en la lucha continua contra la contaminación atmosférica y sus impactos en la salud global.
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